INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES
(CoN DENOMINADOR DE GRADO NO MAYOR QUE DOS)

Se trata de integrar funciones del tipo j—)dx con P(x) y Q(x) polinomios y siendo el

Q(x)
grado de Q(x) no mayor que dos.
Pasos:
1. Se pone el coeficiente principal del denominador a uno.
i dx 1, dx
Ejemplo: =—|—
1emp -[Zx—4 29 x-2
_ o X) R(X)
2. Si grado (P(x)) > grado (Q(x)) , se dividen para obtener: —_C( )+
Q(x) Q(x)
: X+l n 2 X dx
Ejemp|0 J.ﬁdX:( ):J.X+1+EdX:?+X+2 E

(*) Se divide x* +1 entre x — 1. El cociente resulta ser x + 1y el resto 2.

3. Se comprueba si fuese una forma potencial, neperiana o arcotangente.

Ejemplos:

-5)* 1
a dx X—5) 2 dx (X +C=———+C
) -[ I -1 X—5
)I 6X+9 I 2x+3 dx=3In| x*+3x—1|+c

X? +3x— 1 x> +3x-1

C dx = 4arctgx +c
) -[1+x2 J

4. Se obtienen las raices de Q(x), reales o complejas. Se tienen entonces cuatro casos.

o Raices reales simples: Q(x) =(x—a)(x—b)
P(x) A N B
(x—a)(x-b) (x-a) (x-b)

Ejemplo:

X—2 X—2 3/4 1/4 1
= —dx=| ——————dx=(* —dx— In X+1|+=In|x-3|+c=
Ix2—2x—3 J-(x+1)(x—3) =0 I -[ | | 4 | |
_In|(x+1)3(x—3)|+c
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*)

3
x-2 _ A B _Ax-3A+Bx+B_ [1=A+B 4
(x+)(x-3) x+1 x-3 (X+D)(x-13) -2=-3A+B 1

4



o Raices reales maltiples: Q(x) = (x—a)*

Px) A . B

(x—a)> x-a (x—a)?
Ejemplo:

X—2 X—2 1 1 3
—————dx=|——dx=(*)=|—dx-3| ——=dx=In|x+1|+——+cC
Ix2+2x+1 J.(x+1)2 ) -[x+1 j(x+1)2 | | X+1
) X2 A B AX+A<B 1=A _ A=t

(x+1D?  x+1 (x+1)?  (x+1)? -2=A+B " |B=-3

o Raices com Ie'asl‘_[d—X con b?>—-4c<0
PIEIas b ) e bx+ ¢

I axpi i +bx+c=(X-a) +p°.
Si o+Bison las raices se puede poner Xx*+bx+c=(x 2 1 B%. Entonces

dx B 1 1/B 1 (X_aj
IX2+bX+C_I(X_a)2+BZ_BI(XOtjz 1dX—Barctg —B
+

B
Ejemplo:
dx 1 1/3 1 X—2
—_* — 5 = Y= —— —  dx== g ——
a0z == =g 157

2

_ 3

(x 2) 1
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+44°-4113 4++-36 4%6i . a=2

= = =2+3i=>

21 2 2

(**) Se apafia para que quede una arcotangente: se divide entre 3% para que quede

(algo)? + 1; se mete el 3 en el cuadrado y se saca 1/3 para que en el numerador quede
1/3, que es la derivada del algo.

(*) Si X2 —AX+13=0=> x =

mx + n
2 1pbx+cC

Se descompone la integral en otras dos, de modo que la primera sea un neperiano y la
segunda una integral del tipo anterior, es decir: mx+n=A(2x+b)+B.

o Raices complejas 11: | dx con b2 -4c<0

Ejemplo:
J‘ 4x -2 — (%)= J-Z(ZX 4)+6 J‘ 2X 4 J
X’ —ax+13 Zax+13 4x+13

= (**)=2In| x* —4x+13|—6-%arctg[%2j+c =2In| x? —4x+13|—2arctg[%2j+c

(*) Como necesitamos tener en el numerador la derivada del denominador, que es
2x - 4, y arriba tenemos 4x, hay que poner 2(2x - 4). Al desarrollar este ultimo
producto quedaria 4x - 8 y no 4x - 2, por lo que sumamos 6 para compensar.

(**) La primera integral es un neperiano, que es lo que se buscaba. Para la segunda,
ver el caso anterior, raices complejas I.



