POSICIONES RELATIVAS

Lo primero que tenemos que tener claro a la hora de estudiar la posicion relativa entre varios objetos
geomeétricos es qué posibilidades existen. Después, en funcidn de las ecuaciones de las que dispongamos,
escogeremos entre una u otra posibilidad.

El teorema de Rouché-Frobenius nos dira el nimero de soluciones, de tenerlas, del sistema formado por
todas las ecuaciones, lo cual en términos geométrico corresponde a los puntos en comun de los objetos
estudiados: un punto, una recta, un plano...

Después, fijandonos en los vectores directores de rectas y planos o en el vector normal de los planos,
podremos completar el estudio.

Otro problema distinto es hallar los puntos en comun que puedan existir. Para ello habra que resolver en
cada caso el sistema de ecuaciones formado las ecuaciones de las rectas y planos que se estudien.
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1. ENTRE DOS PLANOS
Dos planos pueden ser:
a) Coincidentes.
b) Paralelos.
c) Secantes (se cortan en una recta)
*k*k

Una forma de estudiar la posicion relativa entre dos planos es comparar sus ecuaciones generales:
mAx+By+Cz+D =0
0:A'x+B'y+C'z+D' =

A B C D |Unaecuacion es proporcional a la otra, luego son coincidentes.

AR D

A B C L D | Los vectores normales son paralelos pero los planos no son iguales por no ser
A' B’ ¢’ 7 D' | proporcionales sus ecuaciones, luego son paralelos.

A L B B L C | Los vectores normales no son paralelos, luego son secantes (se cortan en una
A7 B T |recta).
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Otra forma de estudiar la posicidn relativa es comparar los rangos de las matrices

4= Gwe) v 4 =(rpen)

rgA=rgA*=1 | Sistema compatible e indeterminado. La dimension del conjunto de
soluciones es la diferencia ante el nimero de incognitas y el rango de M y
M*:

Dim =3 -1 =2, es decir, un plano. Si dos planos se cortan en un plano, es
que son coincidentes.

rgA=1 Sistema incompatible. Son paralelos.
rg A* =2

rg A=rg A*=2 | Sistema compatible e indeterminado. La dimension del conjunto de
soluciones es:

Dim =3 -2 =1, es decir, una recta, luego son secantes (se cortan en una
recta).

Nota: es obvio que el sistema formado por las ecuaciones de los planos nunca puede ser compatible y
determinado.




2. ENTRE TRES PLANOS
Entre tres planos tenemos las siguientes posibilidades:

a) Tres planos coincidentes.

b) Tres planos paralelos.

c) Dos coincidentes paralelos al tercero.

d) Dos coincidentes cortan al tercero.

e) Se cortan en una recta sin ser coincidentes.

f) Dos paralelos cortan al tercero.

g) Se cortan dos a dos.

h) Se cortan en un punto.

e
Dadas las ecuaciones generales de tres planos
mAx+By+Cz+D =0
0:Ax+B'y+C'z+D =0
T:A"x+B"y+C"z+ D" =0
vamos a estudiar su posicion relativa comparando los rangos de las matrices
ABC ABCD

A= ( A'B'C’ ) y A*= ( A'B'C'D' )

A”B”C” AIIB”C”D”

rgA=rgA*=1 Sistema compatible e indeterminado. La dimension del conjunto de soluciones es:
dim =3 -1 =2, es decir, un plano. Luego son coincidentes.

rgA=1 Sistema incompatible. Al ser rg A =1, los tres vectores normales son paralelos. Esto
rg A* =2 nos da dos posibilidades:

e Los tres planos son paralelos.

e Dos de ellos son coincidentes y paralelos al tercero.
Se distinguen estudiando los plano dos a dos.

rgA=rgA*=2 Sistema compatible e indeterminado. La dimension del conjunto de soluciones es:
dim =3 -2 =1, es decir, una recta, luego son secantes (los tres planos se cortan en
una recta). Esto nos da dos posibilidades:

e Dos planos coincidentes y secantes a un tercero.
e Tres planos distintos secantes.
Se distinguen estudiando los plano dos a dos.

rgA=2 Sistema incompatible. Al ser rg A = 2, los tres vectores normales son coplanarios.
rg A*=3 Esto nos da dos posibilidades:

e Dos planos paralelos y uno secante.
e Tres planos secantes dos a dos (la tienda de campafia).
Se distinguen estudiando los plano dos a dos.

rgA=rgA*=3 Sistema compatible y determinado. Los tres planos se cortan en un punto.




3. DOS RECTAS
Entre dos rectas tenemos las siguientes posibilidades:
a) Son coincidentes.
b) Paralelas.
c) Se cortan.
d) Se cruzan (esta es una novedad del espacio tridimensional. En dos dimensiones no es posible).
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Un método es ver la relacion entre los vectores directores de cada recta y un tercer vector que une un punto
cualquiera de una recta con un punto cualquiera de la otra recta. Es apropiado para cuando tenemos las
ecuaciones vectoriales o paramétricas de las rectas.

Sean las rectas:
r:(X,Y, z) = (a1, az, az) + Mug, Uy, U3)
S: (X, Y, ) = (by, bz, b3) + p(vy, vz, Va)
Consideramos entonces las matrices
U vq

A=|Uz2V;
Uz V3

u; vy by —ay
A*= uZVZbZ_aZ
u; vz by —aj

rgA=rgA*=1 Los tres vectores son paralelos. Las rectas son, necesariamente, coincidentes.

rgA=1 Rg A =1 quiere decir que los vectores directores de las rectas son paralelos, pero no
rgA*=2 es paralelo el vector que une dos de sus puntos, por lo que las rectas no son
coincidentes, luego son paralelas.

rgA=rgA*=2 | QuergA =2 implica que los vectores directores no son paralelos. Que rg A* =2
implica que los tres vectores son coplanarios. Esto solo es posible si las rectas se
cortan en un punto.

rgA=2 Si los tres vectores son linealmente independientes es que llena el espacio. Las dos
rgA*=3 rectas se cruzan.
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Otro método consiste en aplicar el teorema de Rouché-Frdbenius al sistema formado por las cuatro
ecuaciones generales de las dos rectas.

Sean las rectas

{ Ax+By+Cz+D =0

"WAx+By+Cz+D =0

S_{ A"x+B"y+(C"z+D" =0
. Alllx + Bllly + CIIIZ + DIII — 0

Consideramos entonces las matrices:

A B C
| A B'(C
A - Au Bu CII
AIII BIII CHI
y
A B C D
. | A B C'D
A - Au Bu CII DII
AIII BIII CIII DIII
rgA=rgA*=2 Sistema compatible e indeterminado. La dimension del conjunto de soluciones es:
dim =3 -2 =1, es decir, que se cortan en una recta, luego son coincidentes.
rg A=2 Sistema incompatible. Rg A = 2 quiere decir que los vectores normales de los cuatro
rg A* =3 planos son coplanarios, lo que implica que las dos rectas tienen direcciones iguales.
Al no tener puntos en comun, son paralelas.
rgA=rgA*=3 Sistema compatible y determinado. Se cortan en un punto.
rgA=3 Sistema incompatible. Rg A = 3 quiere decir que los vectores normales de los cuatro
rg A*=4 planos no son coplanarios, lo que implica que las dos rectas tienen direcciones

distintas. Al no tener puntos en comun, se cruzan.




4. RECTAY PLANO
Entre recta y plano tenemos las siguientes posibilidades:
a) La recta esta contenida en el plano.
b) Son paralelos.
c) Se cortan en un punto.
—
Una forma de ver la cuestion es estudiar el sistema formado por las ecuaciones generales de recta y plano.

Sea la recta
{ Ax+By+Cz+D =0
"WAx+By+Cz+D =0

y el plano:
mA"x+B"y+C"z+D" =0

ABC ABCD
Sean las matrices A= A'B'C’ y A= A'B'C'D'

AIIBIICH A”B”C”D”
rgA = rgA* =2 Sistema compatible e indeterminado. La dimension del conjunto de soluciones es:
dim =3 -2 =1, es decir, una recta. Luego la recta esta contenida en el plano.
rgA =2 Sistema incompatible. Recta y plano son paralelos.
rgA* =3
rgA = rgA* =3 Sistema compatible y determinado. Recta y plano se cortan en un punto.

Nota: el rango de A no puede ser menor que dos porque en tal caso r no seria una recta.
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Otro método es sustituir las ecuaciones paramétricas de la recta en la ecuacion general del plano (es decir,
resolver el sistema) y ver que sale.

x=a,+ Ay
Seanlarectar:{y = a, + Au,
Z =az + Aus

yelplanom:Ax + By+Cz+D =0

Sustituyendo queda A(a; + Auy) + B(a, + Au,) + C(as; + Auz) + D = 0, que es una ecuacion de primer
grado con incognita A.

¢ Qué puede pasar?
a) Que salgan infinitas soluciones. Entonces la recta esta contenida en el plano.
b) Que la ecuacion no tenga solucion, lo que implica que la recta y el plano son paralelos.
c) Que la ecuacion tenga solucidn unica, es decir, que la recta y el plano se cortan en un punto.




